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Abstrakt
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ hleda´nı´m magicke´ho ohodnocenı´ grafu˚, konkre´tneˇ 1-
VMV ohodnocenı´ grafu˚, pro ktere´ se v anglicke´ literaturˇe pouzˇı´va´ na´zev ”distance ma-
gic labeling”. Pra´ce rozsˇirˇuje zna´me´ vy´sledky z oblasti magicky´ch ohodnocenı´ o novy´
zpu˚sob konstrukce 1-VMV ohodnocenı´, vyuzˇitelny´ i pro grafy, pro ktere´ zatı´m nebyla
konstrukce zna´ma. Pra´ce poukazuje na mozˇnost prakticke´ho vyuzˇitı´ teoreticky´ch vy´sledku˚
na prˇı´kladu pla´nova´nı´ neu´plny´ch turnaju˚. Proble´m sestavenı´ spravedlivy´ch turnaju˚ byl
motivacˇnı´m proble´mem neˇktery´ch cˇla´nku˚, z nichzˇ pra´ce cˇerpa´, a da´ se prˇeformulovat na
proble´m hleda´nı´ 1-VMV ohodnocenı´ pravidelne´ho grafu.
Klı´cˇova´ slova: ohodnocenı´ grafu˚, pla´nova´nı´ turnaje, spravedlivy´ neu´plny´ turnaj, vy-
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Abstract
This thesis deals with finding a certain magic labeling of graphs, namely 1-VMV la-
beling, also called distance magic labeling. Thesis extends known results in this area by
a new construction of 1-VMV labeling usable for certain kind of graphs for which this
labeling was not known yet. Thesis points out the possibility of practical application of
theoretical results on the example of scheduling tournaments. The scheduling of a so called
fair incomplete tournament is incentive problem of some articles, from which this work
draws. This problem can be reformulated as finding a 1-VMV labeling of regular graph.
Keywords: graph labelings, tournament scheduling, fair incomplete tournament, equal-
ized incomplete tournament, 1-VMV labeling, distance magic labeling
Seznam pouzˇity´ch zkratek a symbolu˚
G(V,E) – Graf G s mnozˇinou vrcholu˚ V a mnozˇinou hran E
Kn – Kompletnı´ graf na n vrcholech
Km,n – Kompletnı´ bipartitnı´ graf s partitami o m a n vrcholech
Cn – Cyklus na n vrcholech
G, G′ – Doplneˇk grafu G
H[Kl] – Kompozice grafu˚ H a Kl
deg(x) – Stupenˇ vrcholu x
N(x) – Mnozˇina vsˇech sousednı´ch vrcholu˚ vrcholu x
wf (x) – Va´ha vrcholu x prˇi ohodnocenı´ f
µ – Magicka´ konstanta
1-VMVL – 1-Vertex Magic Vertex Labeling
1-Vrcholoveˇ magicke´ vrcholove´ ohodnocenı´
FIT – Fair Incomplete Tournament
Spravedlivy´ neu´plny´ turnaj
EIT – Equalized Incomplete Tournament
Vyrovnany´ neu´plny´ turnaj
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Magicka´ ohodnocenı´ grafu˚ patrˇı´ mezi pomeˇrneˇ nove´ oblasti teorie grafu˚. V roce 1963
zavedl Sedla´cˇek pojem magicke´ho ohodnocenı´ grafu, a od te´ doby jizˇ vysˇlo mnoho pracı´
o ru˚zny´ch typech magicky´ch ohodnocenı´ [2]. Jeden z nejprˇehledneˇjsˇı´ch zdroju˚ informacı´ z
te´to oblasti je Dynamic survey on graph labelings [3], kterou kazˇdorocˇneˇ aktualizuje Joe
Gallian.
Zada´nı´ te´to bakala´rˇske´ pra´ce vznikalo v dobeˇ, kdy se me´ snazˇenı´ zameˇrˇovalo na hleda´nı´
super vrcholoveˇ magicke´ho tota´lnı´ho ohodnocenı´ liche´ho pocˇtu kopiı´ grafu K4. Proto
zada´nı´ v anglicke´m zneˇnı´ obsahuje slovo total. V tomto smeˇru jsme dosa´hli vy´sledku˚,
ktere´ dokazovaly, zˇe nasˇi metodu nebude mozˇne´ obecneˇ pouzˇı´t pro nalezenı´ ohodnocenı´
liche´ho pocˇtu kopiı´ grafu K4. Spolecˇneˇ s vedoucı´m me´ bakala´rˇske´ pra´ce jsme se shodli,
zˇe tyto vy´sledky nejsou vhodne´ pro publikova´nı´ v bakala´rˇske´ pra´ci, a obra´til jsem svou
pozornost k jine´mu proble´mu vrcholoveˇ magicky´ch ohodnocenı´ grafu.
V te´to pra´ci se zameˇrˇı´me na 1-vrcholoveˇ magicke´ vrcholove´ ohodnocenı´, pro ktere´ bu-
deme pro prˇehlednost pouzˇı´vat oznacˇenı´ 1-VMVL z anglicke´ho 1-Vertex Magic Vertex
Labeling, prˇı´padneˇ 1-VMV ohodnocenı´. V cˇla´nku [4] je uvedena definice 1-VMV ohod-
nocenı´ vcˇetneˇ vysveˇtlenı´ cˇı´sla 1 v oznacˇenı´ i alternativnı´ho na´zvu distance magic labeling.
Meˇjme graf G rˇa´du n, kde rˇa´dem rozumı´me pocˇet vrcholu˚ grafu. 1-VMV ohodnocenı´
je bijektivnı´ zobrazenı´ f prˇirˇazujı´cı´ kazˇde´mu vrcholu grafuG cˇı´slo z intervalu {1, 2, . . . , n}
tak, zˇe existuje takova´ konstanta µ, zˇe pro kazˇdy´ vrchol x grafuG platı´
∑
y∈N(x) f(y) = µ,
kde N(x) je mnozˇina vsˇech sousednı´ch vrcholu˚ vrcholu x (vrcholu˚ vzda´leny´ch od vrcholu
x o 1, odtud 1-VMVL a na´zev distance magic labeling). Pro graf ohodnoceny´ 1-VMVL
budeme pouzˇı´vat oznacˇenı´ 1-VMV Graf. Prˇı´klad je na obra´zku 1.
1
2
4
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µ = 5
Obra´zek 1: 1-VMV ohodnocenı´ grafu C4
Pro du˚kladneˇjsˇı´ pochopenı´ problematiky souvisejı´cı´ s te´matem pra´ce zavedeme v ka-
pitole 3 pojmy a definice, ktere´ na´m pomohou porozumneˇt veˇta´m v kapitole 5, kde jsou
uvedeny vy´sledy, ktery´ch jizˇ bylo dosazˇeno. Zavedene´ pojmy a definice jsou z oblasti teo-
rie grafu˚, a pro jejich pochopenı´ by meˇla stacˇit znalost strˇedosˇkolske´ matematiky.
4V kapitole 5 se sezna´mı´me s cˇla´nky, ktere´ tvorˇily ja´dro literatury, ze ktere´ jsem prˇi
psanı´ te´to pra´ce cˇerpal. Cˇla´nky jsou psa´ny v anglicke´m jazyce a v dobeˇ psanı´ te´to ba-
kala´rˇske´ pra´ce se neˇktere´ z nich teprve prˇipravujı´ k vyda´nı´. I kdyzˇ my se budeme v kapi-
tole 6 zaby´vat jen pravidelny´mi grafy na liche´m pocˇtu vrcholu˚ (jelikozˇ u´plna´ klasifikace
pravidelny´ch grafu˚ na sude´m pocˇtu vrcholu˚ byla poda´na Froncˇkem, Kova´rˇovou, Kova´rˇem
v cˇla´nku [5]), zna´me´ vy´sledky jsou uvedeny pro grafy jak na sude´m tak liche´m pocˇtu
vrcholu˚, protozˇe pro nasˇi pra´ci budeme potrˇebovat vy´sledky oba.
Cˇla´nky, ktere´ jsem prostudoval jako prvnı´ [5],[6] a na za´kladeˇ jejichzˇ obsahu jsem
zacˇal tuto pra´ci tvorˇit, prˇistupujı´ k te´matu tak, zˇe nejdrˇı´ve prˇedstavı´ rea´lny´ proble´m
jehozˇ rˇesˇenı´ prˇeformulujı´ na hleda´nı´ 1-VMV ohodnocenı´ grafu. Tento prˇı´stup sice sebou
prˇina´sˇı´ jiste´ omezenı´ pro strukturu grafu, ktery´ reprezentuje rea´lnou situaci, ale ukazuje
na mozˇne´ vyuzˇitı´ dosazˇeny´ch vy´sledku˚. Proto jsem se rozhodl prˇistoupit k te´to pra´ci stejneˇ
a pouzˇı´t i stejny´ motivacˇnı´ proble´m.
Jedna´ se o proble´m spravedlivy´ch neu´plny´ch turnaju˚, kde se hleda´ takovy´ turnaj, aby
porˇadı´ hra´cˇu˚ podle sı´ly souperˇu˚, ktere´ hra´cˇ v turnaji potka´, bylo stejne´ jako v u´plne´m tur-
naji ”vsˇichni proti vsˇem“, ale s mensˇı´m pocˇtem odehrany´ch her v turnaji a zachova´nı´mpravidla, zˇe vsˇichni hra´cˇi odehrajı´ stejny´ pocˇet her. O takovy´ch turnajı´ch pojedna´va´ kapi-
tola 2, kde je vysveˇtleno, co se myslı´ pod pojmem ”spravedlivy´“, a jak se da´ sestavit porˇadı´hra´cˇu˚ podle ”sı´ly souperˇu˚“, ktere´ hra´cˇ v turnaji potka´.V kapitole 4 potom objasnı´me souvislost mezi spravedlivy´m neu´plny´m turnajem a
hleda´nı´m 1-VMV ohodnocenı´ grafu a uka´zˇeme, zˇe spravedlivy´ neu´plny´ turnaj n hra´cˇu˚
existuje tehdy a jen tehdy existuje-li 1-VMV graf rˇa´du n. Postup hleda´nı´ 1-VMV grafu
bude v te´to pra´ci prˇizpu˚soben tomu, aby se vy´sledky daly pouzˇı´t pro sestavenı´ spraved-
live´ho neu´plne´ho turnaje. Z tohoto du˚vodu se naprˇı´klad budeme zaby´vat pouze pravi-
delny´mi grafy, jelikozˇ v hledane´m turnaji majı´ v ra´mci spravedlivosti odehra´t vsˇichni
hra´cˇi stejny´ pocˇet za´pasu˚. Pro nalezenı´ spravedlive´ho neu´plne´ho turnaje n hra´cˇu˚, kde
kazˇdy´ z nich odehraje r her, na´m potom postacˇı´ zkonstruovat libovolny´ 1-VMV r-pravi-
delny´ graf na n vrcholech.
Vlastnı´ vy´sledky jsou potom uvedeny v kapitole 6. Teˇchto vy´sledku˚ bylo dosazˇeno
vza´jemny´m prolnutı´m jednotlivy´ch mysˇlenek, ktere´ vznikaly prˇi konzultacı´ch s vedoucı´m
me´ bakala´rˇske´ pra´ce, Petrem Kova´rˇem, a ktere´ jsem zformuloval do co nejsrozumitelneˇjsˇı´
podoby.
Tato pra´ce si neklade za cı´l nale´zt rˇesˇenı´ pro celou mnozˇinu grafu˚, pro ktere´ zatı´m
1-VMV ohodnocenı´ nenı´ zna´mo, ale chceme pouka´zat na postup jiny´ch autoru˚ a vyuzˇı´t
tyto znalosti k tomu, abychom rozsˇı´rˇili vy´sledky o novou konstrukci 1-VMV ohodnocenı´
pouzˇitelnou pro neˇktere´ grafy, jejichzˇ parametry jsou pro sta´vajı´cı´ konstrukce prˇı´lisˇ limi-
tujı´cı´.
52 Neu´plne´ turnaje
Tato pra´ce je inspirova´na rea´lny´m proble´mem. Jedna´ se o proble´m spravedlivy´ch turnaju˚.
Pokud porˇa´da´me turnaj v jake´koliv hrˇe, jeho ”nejspravedliveˇjsˇı´”formou je prˇı´pad, kdy
kazˇdy´ hra´cˇ (resp. ty´m) hraje proti vsˇem ostatnı´m hra´cˇu˚m (resp. ty´mu˚m). Vsˇichni proti
vsˇem. Vsˇichni hrajı´ stejny´ pocˇet her a mohou zmeˇrˇit sı´ly s kazˇdy´m u´cˇastnı´kem turnaje.
Nevy´hoda te´to formy turnaje je, zˇe je potrˇeba odehra´t velke´ mnozˇstvı´ her (hrou se zde
myslı´ vza´jemne´ utka´nı´ dvou hra´cˇu˚). Konkre´tneˇ
(
n
2
)
her. Kazˇdy´ z hra´cˇu˚, ktery´ch je n, hraje
n−1 her (nehraje jen sa´m se sebou). Pokud tato cˇı´sla vyna´sobı´me, dostaneme cˇı´slo, ktere´ se
po vydeˇlenı´ 2 rovna´ pocˇtu utka´nı´ v turnaji n·(n−1)
2
. Dveˇma deˇlı´me z du˚vodu, zˇe do kazˇde´
hry vstupujı´ dva hra´cˇi. Cozˇ je v prˇeva´zˇne´ veˇtsˇineˇ her splneˇno (sˇachy, fotbal, basketbal,
tenis a dalsˇı´).
Pokud chceme odehra´t me´neˇ her, navrhneme omezenı´, ktere´ snı´zˇı´ pocˇet her v turnaji.
Naprˇı´klad rˇekneme, zˇe v nasˇem turnaji bude hra´t kazˇdy´ hra´cˇ jen q her, kde q je libovolne´
prˇirozene´ cˇı´slo splnˇujı´cı´ na´sledujı´cı´ dveˇ podmı´nky:
• q vyhovuje nutny´m podmı´nka´m sestavenı´ q-pravidelne´ho grafu na n vrcholech
(bude vysveˇtleno v kapitole veˇnujı´cı´ se pojmu˚m a definicı´m),
• 1 ≤ q ≤ (n− 1), kde n je pocˇet u´cˇastnı´ku˚ turnaje.
V tomto prˇı´padeˇ se na´m snı´zˇı´ pocˇet her v turnaji a zu˚stane zachova´n jeden aspekt spra-
vedlivosti, zˇe vsˇichni hra´cˇi hrajı´ stejny´ pocˇet her. Takovy´ turnaj potom nazveme neu´plny´.
Mu˚zˇe se ale sta´t, zˇe dva hra´cˇi na prˇiblizˇneˇ stejne´ u´rovni dostanou velmi odlisˇneˇ silne´
souperˇe. Naprˇı´klad prvnı´ hra´cˇ si vylosuje q nejslabsˇı´ch souperˇu˚, ktere´ snadno porazı´ a
ve vy´sledku bude nadhodnocen nad sve´ rea´lne´ dovednosti. Zatı´mco druhy´ hra´cˇ si vylo-
suje q nejsilneˇjsˇı´ch souperˇu˚, kterˇı´ ho vsˇichni porazı´ a tudı´zˇ druhy´ hra´cˇ skoncˇı´ neˇkde na
konci vy´sledkove´ listiny. Srovna´nı´ prvnı´ho a druhe´ho hra´cˇe nynı´ nema´ zˇa´dnou vy´poveˇdnı´
hodnotu. Tento nedostatek pu˚jde odstranit, doka´zˇeme-li formalizovat pojmy nejsilneˇjsˇı´,
nejslabsˇı´, silneˇjsˇı´ nezˇ, slabsˇı´ nezˇ. Doka´zˇeme-li hra´cˇe podle sı´ly ohodnotit a serˇadit od
nejslabsˇı´ho k nejsilneˇjsˇı´mu, mu˚zˇeme se jizˇ v pla´nova´nı´ nasˇeho turnaje snazˇit zajistit i
spravedlivost, co se celkove´ sı´ly souperˇu˚ ty´cˇe. Navrhneme naprˇı´klad na´sledujı´cı´ omezenı´:
v nasˇem turnaji bude hra´t kazˇdy´ jen dveˇ hry, prvnı´ hra´cˇ bude hra´t s nejsilneˇjsˇı´m a nej-
slabsˇı´m, druhy´ hra´cˇ s druhy´m nejsilneˇjsˇı´m a druhy´m nejslabsˇı´m... Je zrˇejme´, zˇe syste´m,
ktery´m budeme do jednotlivy´ch her vybı´rat souperˇe, bude za´viset jak na pocˇtu hra´cˇu˚, tak
na pocˇtu her, ktere´ pla´nujeme v turnaji odehra´t a na syste´mu, ktery´m budu ohodnocovat
sı´lu jednotlivy´ch hra´cˇu˚.
Pro ohodnocenı´ sı´ly hra´cˇu˚ budeme pouzˇı´vat prˇirozena´ cˇı´sla z aritmeticke´ posloup-
nosti 1 azˇ n s diferencı´ 1, kde kazˇde´ cˇı´slo bude pouzˇito pra´veˇ jednou. K tomu mu˚zˇeme
pouzˇı´t naprˇı´klad vy´sledkovou listinu z minule´ho roku, kde uzˇ ma´me u´cˇastnı´ky serˇazeny
od nejsilneˇjsˇı´ho k nejslabsˇı´mu. Sı´la kazˇde´ho hra´cˇe je zde reprezentova´na porˇadı´m z lonˇska.
V tomto prˇı´padeˇ mu˚zˇe by´t lehce zava´deˇjı´cı´, zˇe lonˇsky´ vı´teˇz ma´ nejme´nsˇı´ ohodnocenı´
6(protozˇe byl prvnı´, je ohodnocen cˇı´slem 1). V nasˇem prˇı´padeˇ, kdy ohodnocenı´ sı´ly hra´cˇu˚
v turnaji tvorˇı´ aritmetickou posloupnost, mu˚zˇeme nejnizˇsˇı´ ohodnocenı´ prˇirˇadit jak nej-
silneˇjsˇı´mu tak nejslabsˇı´mu hra´cˇi. Cˇı´slo, ktery´m hra´cˇe ohodnotı´me, mu˚zˇe vyjadrˇovat jak
dobry´ hra´cˇ je v porovna´nı´ s ostatnı´mi hra´cˇi nebo take´ jak sˇpatny´ hra´cˇ je. Je jedno jestli
budou hra´t vsˇichni se stejneˇ dobry´mi souperˇi nebo stejneˇ sˇpatny´mi. Vy´sledky z minule´ho
roku mu˚zˇeme vyuzˇı´t i v prˇı´padeˇ, kdy trva´me na ohodnocenı´ nejlepsˇı´ho hra´cˇe nejvysˇsˇı´m
cˇı´slem. Sı´lu kazˇde´ho hra´cˇe potom spocˇı´ta´me jako pocˇet hra´cˇu˚ plus jedna, mı´nus porˇadı´ to-
hoto hra´cˇe ve vy´sledkove´ tabulce z minule´ho roku. Sı´la hra´cˇe, ktery´ v lonˇske´m roce skoncˇil
na i mı´steˇ je s(i) = n+ 1− i.
Bude-li porˇadı´ hra´cˇu˚ serˇazeny´ch podle soucˇtu sil souperˇu˚, se ktery´mi se strˇetnou,
stejne´ jak v nasˇem neu´plne´m turnaji tak v u´plne´m turnaji, kde se vza´jemneˇ utkajı´ vsˇichni
hra´cˇi, budeme tento na´sˇ turnaj povazˇovat za spravedlivy´.
Tyto spravedlive´ neu´plne´ turnaje budeme hledat pomocı´ teorie grafu˚, matematicke´
disciplı´ny, ktera´ zkouma´ struktury nazvane´ grafy. Grafy jsou vhodne´ k reprezentaci tur-
naju˚, jelikozˇ hra´cˇe mu˚zˇeme zobrazit jako vrcholy a jednotliva´ utka´nı´ jako hrany grafu.
Vrcholu˚m v grafu take´ mu˚zˇeme prˇirˇadit cˇı´sla, ktera´ budou reprezentovat sı´lu hra´cˇe za-
stoupene´ho dany´m vrcholem. Pro pra´ci s grafy budeme potrˇebovat za´kladnı´ pojmy a defi-
nice z teorie grafu˚.
73 Pouzˇite´ pojmy a definice
V te´to kapitole zavedeme pojmy, veˇty a definice, na ktere´ se budeme v dalsˇı´m textu od-
kazovat. Pojmy a definice jsou z oblasti teorie grafu˚, nejedna´ se vsˇak o vy´cˇet vsˇech defi-
nic te´to matematicke´ disciplı´ny, ale pouze o prˇehled teˇch definic, ktere´ budeme pro pra´ci
potrˇebovat, nebo jejichzˇ znalost by se na´m mohla hodit. Neˇktere´ veˇty a definice byly
prˇevzaty ze skript teorie grafu˚, ktere´ prˇipravuje Petr Kova´rˇ, jine´ ze cˇla´nku [4] a [1].
V znacˇenı´ pojmu˚ se snazˇı´m drzˇet beˇzˇneˇ pouzˇı´vane´ symboliky, zna´me´ ze skript cˇi
odborny´ch cˇla´nku˚. Neˇkdy je ale, vzhledem k potrˇebeˇ rozlisˇovat stejne´ pojmy u ru˚zny´ch
grafu˚ (naprˇı´klad pocˇet vrcholu˚ nebo pravidelnost grafu), pouzˇito nestandardnı´ znacˇenı´.
K veˇtsˇineˇ zde pouzˇity´ch pojmu˚, ktere´ majı´ anglicky´ na´zev, jsem uvedl take´ cˇesky´ prˇeklad.
Pokud chybı´, tak cˇeske´ pojmenova´nı´ nenı´ usta´lene´ nebo se pouzˇı´va´ na´zev cizojazycˇny´.
Zkratky a znacˇenı´ veˇtsˇinou vycha´zejı´ z anglicke´ terminologie, naprˇ. oznacˇenı´ mnozˇiny
vrcholu˚ V (Vertices) a hran E (Edges).
U´mluva:
• Budeme-li v te´to pra´ci mluvit o cˇı´sle, myslı´me tı´m neˇjake´ libovolne´ prˇirozene´ cˇı´slo.
• V dalsˇı´m textu budeme pod pojmem graf rozumeˇt strukturu zavedenou v definici
3.1.
Definice 3.1 Jednoduchy´ grafG je usporˇa´dana´ dvojice (V,E), kde V je nepra´zdna´ mnozˇi-
na vrcholu˚ a E je neˇjaka´ podmnozˇina dvouprvkovy´ch podmnozˇin mnozˇiny V . Prvku˚m
E rˇı´ka´me hrany.
Prvky mnozˇiny V budeme znacˇit maly´mi pı´smeny, naprˇ. x, prvky mnozˇiny E potom
{x, y} nebo zkra´ceny´m za´pisem xy. Graf je nejcˇasteˇji zada´n diagramem, kde se vrcholy
obvykle zna´zornˇujı´ jako body a hrany jako spojnice teˇchto bodu˚.
x
y
w
z
t
Obra´zek 2: Prˇı´klad jednoduche´ho grafu G s mnozˇinou vrcholu˚ V = {t, w, x, y, z}
a mnozˇinou hran E = {{x, y}, {x,w}, {x, z}, {w, z}}
Definice 3.2 Mnozˇinu vsˇech vrcholu˚ grafu G budeme znacˇit V (G) a mnozˇinu vsˇech
hran E(G).
8V textu neˇkdy pracujeme s libovolny´m grafem G, na jehozˇ parametry nema´me zˇa´dne´
pozˇadavky. Chceme-li u grafu specifikovat pocˇet vrcholu˚ n = |V (G)|, rˇekneme, zˇe jde o
graf na n vrcholech nebo o graf rˇa´du n.
Grafy cˇasto popisujı´ neˇjake´ vztahy mezi objekty ra´lne´ho sveˇta, ktere´ jsou reprezen-
tova´ny vrcholy grafu. Vztahy mezi teˇmito objekty jsou v grafu reprezentova´ny hranami.
Prˇi zkouma´nı´ struktury vztahu˚ reprezentovane´ grafemG bude jisteˇ velmi podstatne´, ktere´
vrcholy budou spojeny hranou a ktere´ ne.
Definice 3.3 Dva vrcholy x, y ∈ V (G) jsou sousednı´, kdyzˇ existuje hrana xy ∈ E(G).
Na obra´zku 2 jsou naprˇı´klad vrcholy x a z sousednı´, zatı´mco vrcholy w a y sousednı´
nejsou. Sousednı´m vrcholu˚m se take´ rˇı´ka´ za´visle´ a nesousednı´m neza´visle´ vrcholy.
Definice 3.4 Mnozˇina sousednı´ch vrcholu˚ vrcholu x je tvorˇena vsˇemi vrcholy y, pro
ktere´ platı´ xy ∈ E. Mnozˇinu vsˇech sousednı´ch vrcholu˚ vrcholu x budeme znacˇit N(x).
Mnozˇina sousednı´ch vrcholu˚ vrcholu x z obra´zku 2 je N(x) = {w, y, z}.
Definice 3.5 Doplneˇk grafu G(V,E) je graf G(V, F ), kde F =
(
V
2
)\E a V (G) = V (G).(
V
2
)
znacˇı´ vsˇechny dvouprvkove´ podmnozˇiny mnozˇiny V (G).
Doplneˇk grafu G tedy obsahuje vsˇechny vrcholy grafu G, a kazˇdy´ vrchol x ∈ V (G) je
sousednı´ s pra´veˇ teˇmi vrcholy, s ktery´mi v grafu G nesousedı´.
x
y
w
z
t
Obra´zek 3: Doplneˇk grafu G z obra´zku 2
Definice 3.6 Rˇekneme, zˇe hrana e = {x, y} ∈ E(G) je incidentnı´ s vrcholem x pra´veˇ
tehdy, kdyzˇ x ∈ e. Vrcholy x, y nazveme koncove´ vrcholy hrany e.
Pozna´mka 3.1 V cele´ pra´ci budeme pracovat s jednoduchy´mi neorientovany´mi
grafy bez smycˇek. To znamena´, zˇe dva vrcholy x, y ∈ V (G) mohou by´t spojeny
jen jednou hranou, nerozlisˇujeme zda hrana xy vede z vrcholu x do vrcholu y
nebo naopak a nenı´ prˇı´pustne´, aby byl vrchol spojen hranou sa´m se sebou (hrana
grafu je jednoznacˇneˇ urcˇena dveˇma ru˚zny´mi vrcholy), viz definice 3.1.
9Definice 3.7 Stupenˇ vrcholu x je roven pocˇtu vsˇech hran, ktere´ jsou s vrcholem x inci-
dentnı´. Stupenˇ vrcholu x znacˇı´me deg(x).
Stupenˇ vrcholu x soucˇasneˇ da´va´ informaci s kolika vrcholy je vrchol x sousednı´. Je tedy
zrˇejme´, zˇe stupenˇ zˇa´dne´ho vrcholu nemu˚zˇe by´t veˇtsˇı´ nezˇ pocˇet vrcholu˚ v grafu bez vrcholu
samotne´ho, jelikozˇ sa´m se sebou nemu˚zˇe by´t sousednı´. Nejvysˇsˇı´ mozˇny´ stupenˇ, ktere´ho
mu˚zˇe vrcholu x ∈ V (G) naby´vat, je deg(x) = |V (G)| − 1.
deg(x)=3
deg(y)=1
deg(w)=2
deg(z)=2
deg(t)=0
Obra´zek 4: Stupneˇ vrcholu˚ grafu G
Veˇta 3.1 (Princip sudosti) Meˇjme libovolny´ graf G s vrcholy v1, v2, . . . , vn, kde n ≥ 1.
Pocˇet hran grafu G oznacˇı´me h(G) = |E(G)|. Potom platı´∑
vi∈V (G)
deg(vi) = 2 h(G).
Du˚kaz veˇty 3.1 je mozˇne´ najı´t v kazˇdy´ch skriptech teorie grafu˚. Vsˇimneme-li si, zˇe kazˇda´
hrana zvysˇuje stupenˇ vrcholu o 1 pra´veˇ u dvou vrcholu˚, zjistı´me, zˇe v kazˇde´m grafu je
pocˇet hran roven polovineˇ soucˇtu stupnˇu˚ vrcholu˚ vsˇech vrcholu˚ grafu.
Definice 3.8 Regula´rnı´ nebo take´ pravidelny´ graf je graf, ktery´ ma´ vsˇechny vrcholy
stejne´ho stupneˇ.
Cˇasto se prˇed slovo pravidelny´ prˇida´va´ cˇı´slo urcˇujı´cı´ stupenˇ vrcholu˚ v pravidelne´m grafu.
Naprˇ. 1-pravidelny´ graf ma´ vsˇechny vrcholy stupneˇ 1.
x
y
w
z
Obra´zek 5: Prˇı´klad 1-pravidelne´ho grafu na 4 vrcholech
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Pozna´mka 3.2 Veˇta 3.1 na´m rˇı´ka´, zˇe v grafu nemu˚zˇe by´t lichy´ pocˇet vrcholu˚
liche´ho stupneˇ (pocˇet hran musı´ by´t cele´ cˇı´slo). Proto, volı´me-li neˇjake´ cˇı´slo q
pro q-pravidelny´ graf na liche´m pocˇtu vrcholu˚, musı´ by´t q sude´, aby takovy´ graf
existoval.
Pro vy´znamne´ typy grafu˚ se pouzˇı´va´ vlastnı´ na´zev a oznacˇenı´. Na´zev veˇtsˇinou plyne
ze symetrie nebo vlastnostı´ grafu, podle ktery´ch je lze spolecˇneˇ se zadany´m pocˇtem vrcholu˚
jednoznacˇneˇ sestavit.
Definice 3.9 Graf, jehozˇ kazˇde´ dva vrcholy jsou navza´jem sousednı´, nazy´va´me Kom-
pletnı´ graf a znacˇı´me Kn, kde n je pocˇet vrcholu˚ kompletnı´ho grafu.
Obra´zek 6: Kompletnı´ grafy K4 a K9
Kompletnı´ graf, nazy´vany´ take´ u´plny´ graf, ma´ u´plnou mnozˇinu hran E(Kn) =
(
V (Kn)
2
)
.
Pocˇet hran v kompletnı´m grafu na n vrcholech je tedy n (n−1)
2
. Doplneˇk kompletnı´ho grafu
je mnozˇina neza´visly´ch vrcholu˚, jelikozˇ podle definice 3.5 jeE(Kn) = ∅. Kazˇdy´ kompletnı´
graf ma´ vsˇechny vrcholy nejvysˇsˇı´ho mozˇne´ho stupneˇ, je (n− 1)-pravidelny´.
Definice 3.10 Graf, jehozˇ mnozˇina vrcholu˚ je sjednocenı´m dvou nepra´zdny´ch disjunktnı´ch
mnozˇin U a W a mnozˇina hran je E = {∀u ∈ U ∧∀w ∈ W : uv}, se nazy´va´ kompletnı´
bipartitnı´ graf s partitami U a W , ktery´ znacˇı´me Km,n, kde m = |U | a n = |W |.
Obra´zek 7: Kompletnı´ bipartitnı´ graf K3,4 a K1,7
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V kompletnı´m bipartitnı´m grafu lze rozdeˇlit mnozˇinu vrcholu˚ na dveˇ cˇa´sti (partity) tak,
zˇe z kazˇde´ho vrcholu jedne´ partity vede hrana do vsˇech vrcholu˚ druhe´ partity a vsˇechny
vrcholy v ra´mci jedne´ partity jsou navza´jem neza´visle´. Bipartitnı´ graf B(V,E) je graf
s mnozˇinou vrcholu˚ V (B) = V (Km,n), jehozˇ mnozˇina hran E(B) je podmnozˇinou
mnozˇiny hran kompletnı´ho bipartitnı´ho grafu E(Km,n). Graf je bipartitnı´ pra´veˇ tehdy,
kdyzˇ neobsahuje cykly liche´ de´lky. Kompletnı´mu bipartitnı´mu grafu K1,n se take´ rˇı´ka´
hveˇzda.
Definice 3.11 Graf s mnozˇinou vrcholu˚ V = {x1, x2, . . . , xn}, kde n ≥ 3, a mnozˇinou
hran E = {x1x2, x2x3, . . . , xn−1xn, xnx1}, se nazy´va´ cyklus a znacˇı´me jej Cn.
Obra´zek 8: Cykly C3 a C8
Cyklus je 2-pravidelny´ graf se stejny´m pocˇtem vrcholu˚ a hran |E(Cn)| = n. O pocˇtu
vrcholu˚ n grafu Cn se cˇasto hovorˇı´ jako o de´lce cyklu. V tomto smyslu jsou na obra´zku 8
cykly de´lky 3 a 8.
Nynı´ zavedeme pojmy a definice souvisejı´cı´ s ohodnocenı´m grafu.
Definice 3.12 [1] Ohodnocenı´ grafu je funkce f , ktera´ vrcholu˚m nebo hrana´m v grafu G
prˇirˇadı´ cˇı´sla, nejcˇasteˇji z mnozˇiny prˇirozeny´ch cˇı´sel.
Definice 3.13 Hodnota vrcholu x nebo hrany xy grafuG je cˇı´slo prˇirˇazene´ v ohodnocenı´
f vrcholu x nebo hraneˇ xy.
Definice 3.14 [1] Jestlizˇe jsou v ohodnocenı´ f prˇirˇazeny hodnoty pouze vrcholu˚m grafu
G(V,E), hovorˇı´me o vrcholove´m ohodnocenı´ grafu, jsou-li hodnoty prˇirˇazeny pouze
hrana´m grafu, hovorˇı´me o hranove´m ohodnocenı´ grafu, v prˇı´padeˇ kdy jsou hodnoty
prˇirˇazeny jak vrcholu˚m tak hrana´m, hovorˇı´me o tota´lnı´m ohodnocenı´ grafu.
V te´to pra´ci budeme pouzˇı´vat jen vrcholove´ ohodnocenı´ grafu, jelikozˇ hodnoty budeme
prˇirˇazovat pouze vrcholu˚m, a to podle sı´ly hra´cˇe, ktere´ho reprezentujı´, vza´jemny´m za´pasu˚m
reprezentovany´ch hranami nikoliv. V nasˇem prˇı´padeˇ bude vrcholove´ ohodnocenı´ grafu
bijektivnı´ zobrazenı´ f , ktere´ kazˇde´mu vrcholu x grafu G(V,E) prˇirˇadı´ cˇı´slo f(x) = a,
kde a ∈ {1, 2, . . . , n}, kde n = |V (G)|.
12
Definice 3.15 [4] 1-Vrcholoveˇ magicke´ vrcholove´ ohodnocenı´ grafu G(V,E) je bi-
jektivnı´ zobrazenı´ f : V (G) → {1, 2, . . . , n} takove´, zˇe pro kazˇdy´ vrchol x ∈ V (G)
platı´ ∑
y∈N(x)
f(y) = µ,
kde µ je konstanata z mnozˇiny prˇirozeny´ch cˇı´sel.
1-Vrcholoveˇ magicke´ vrcholove´ ohodnocenı´ grafuG je vrcholove´ ohodnocenı´ prˇirˇazujı´cı´
kazˇde´mu vrcholu grafuG cˇı´slo z mnozˇiny {1, 2, . . . , n} tak, aby soucˇet hodnot sousednı´ch
vrcholu˚ (vrcholu˚ vzda´leny´ch od vrcholu o 1) byl stejny´ (magicky´) pro vsˇechny vrcholy
grafu G. Toto ohodnocenı´ znacˇı´me 1-VMVL(1-Vertex Magic Vertex Labeling), v ang-
licke´ literaturˇe se vsˇak cˇasteˇji pouzˇı´va´ na´zev distance magic labeling [4].
1 3 2
Obra´zek 9: Prˇı´klad 1-VMV ohodnocenı´ nepravidelne´ho grafu
Definice 3.16 [1], [4] Va´ha vrcholu x grafu G prˇi 1-VMV ohodnocenı´ f , znacˇı´me
wf (x), se rovna´: wf (x) =
∑
y∈N(x) f(y) = µ, kde µ je magicka´ konstanta 1-VMV
grafu G.
1
2
4
3
µ = 5
Obra´zek 10: 1-VMV Graf C4 s magickou konstantou µ = 5
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4 Turnaje z pohledu teorie grafu˚
Jak jsme jizˇ drˇı´ve zmı´nili, na proble´m hleda´nı´ spravedlivy´ch neu´plny´ch turnaju˚ je mozˇne´
se podı´vat z pohledu teorie grafu˚. Za zakladatele te´to pomeˇrneˇ mlade´ matematicke´ dis-
ciplı´ny se povazˇuje Leonhard Euler, ktery´ roku 1736 rˇesˇil proble´m sedmi mostu˚ meˇsta
Kra´lovce.1
Turnaj si prˇedstavı´me jako graf, a to ve smyslu, zˇe kazˇde´ho hra´cˇe (resp. ty´m) budeme
povazˇovat za vrchol v grafu, a kazˇda´ hrana v grafu bude zase reprezentovat vza´jemne´
utka´nı´ dvou hra´cˇu˚ (resp. ty´mu˚) zastoupeny´ch koncovy´mi vrcholy hrany. Sı´la jednotlivy´ch
hra´cˇu˚ bude v grafu zastoupena pomocı´ ohodnocenı´ vrcholu˚ cˇı´slem, uda´vajı´cı´ sı´lu hra´cˇe
reprezentovane´ho dany´m vrcholem.
Prˇedpokla´dejme, zˇe pro turnaj, ktery´ se chysta´me porˇa´dat, zna´me zatı´m pouze pocˇet
u´cˇastnı´ku˚ a jejich sı´lu (naprˇı´klad z porˇadı´ vy´sledkove´ listiny minule´ho roku). Nasˇim
u´kolem bude rozvrhnout jednotliva´ utka´nı´, kdo s ky´m bude hra´t tak, aby byl turnaj spra-
vedlivy´.
4.1 Spravedlive´ neu´plne´ turnaje
V kapitole 2 jsme zmı´nili, zˇe za spravedlivy´ se povazˇuje turnaj vsˇichni proti vsˇem, jehozˇ
nevy´hodou je velky´ pocˇet za´pasu˚. Graf K, ktery´ bude reprezentovat takovy´to turnaj s n
hra´cˇi, bude mı´t n vrcholu˚, a protozˇe kazˇdy´ hra´cˇ hraje se vsˇemi u´cˇastnı´ky turnaje kromeˇ
sebe samotne´ho, bude v grafu K rovneˇzˇ kazˇdy´ vrchol spojen hranou se vsˇemi ostatnı´mi
vrcholy. Takovy´ graf odpovı´da´ podle definice 3.9 kompletnı´mu grafu Kn. Turnaj repre-
zentova´n kompletnı´m grafem povazˇujeme za spravedlivy´ a nazy´va´me ho u´plny´ turnaj.
Chceme-li zachovat spravedlivost i pro jine´ turnaje, nezˇ ty, ktere´ jsou reprezentova´ny
kompletnı´my grafy, musı´me zohlednit dveˇ vlastnosti u´plne´ho turnaje.
• Vsˇichni hra´cˇi hrajı´ stejny´ pocˇet utka´nı´.
• Porˇadı´ hra´cˇu˚ serˇazeny´ch podle soucˇtu sil souperˇu˚, se ktery´mi se strˇetnou, je shodne´
s u´plny´m turnajem.
Prvnı´ vlastnost na´m rˇı´ka´, zˇe graf, ktery´ bude reprezentovat spravedlivy´ turnaj, bude pra-
videlny´. Pro pochopenı´ druhe´ podmı´nky se podı´va´me na obtı´zˇnost podle sı´ly souperˇu˚ v
u´plne´m turnaji. Podle vy´sledku˚ z minule´ho roku mu˚zˇeme serˇadit hra´cˇe od prvnı´ho – nej-
silneˇjsˇı´ho azˇ po poslednı´ho – nejslabsˇı´ho a prˇirˇadit kazˇde´mu cˇı´slo (ohodnotit je) reprezen-
tujı´cı´ jeho sı´lu. Potom za prˇedpokladu, zˇe ma´me n hra´cˇu˚, nejsilneˇjsˇı´ hra´cˇ bude ohodnocen
cˇı´slem n, druhy´ nejsilneˇjsˇı´ cˇı´slem (n− 1) atd., azˇ nejslabsˇı´ hra´cˇ bude ohodnocen cˇı´slem 1.
1Sedm mostu˚ meˇsta Kra´lovce (prˇı´klad ze skript teorie grafu˚) Meˇstem Kra´lovec (nynı´ Kaliningrad
na u´zemı´ Ruska) tecˇe rˇeka Pregola, ktera´ vytva´rˇı´ dva ostrovy. V 18. stoletı´ byly ostrovy spojeny s
obeˇma brˇehy i navza´jem celkem sedmi mosty. Ota´zka znı´, zda je mozˇne´ vsˇechny mosty prˇejı´t tak,
aby ten, kdo se o to pokousˇı´, vstoupil na kazˇdy´ most pouze jednou.
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Obecneˇ mu˚zˇeme definovat sı´lu i-te´ho hra´cˇe jako sn(i) = n+ 1− i, kde i je porˇadı´ dane´ho
hra´cˇe. Soucˇet sı´ly vsˇech souperˇu˚, ktere´ hra´cˇ i v u´plne´m turnaji potka´ je da´n vztahem
Sn,n−1(i) =
(n+1)·n
2
− sn(i) = (n+1)(n−2)2 + i. Spocˇı´ta´me-li tento soucˇet pro vsˇechny
u´cˇastnı´ky u´plne´ho turnaje, dostaneme takovou aritmetickou posloupnost s diferencı´ 1, zˇe
s rostoucı´ silou hra´cˇe klesa´ sı´la souperˇu˚, se ktery´mi bude hra´cˇ hra´t [5].
Pozˇadujeme-li, aby porˇadı´ hra´cˇu˚ serˇazeny´ch podle soucˇtu sil souperˇu˚, se ktery´mi se
strˇetnou, bylo shodne´ s u´plny´m turnajem, myslı´me tı´m, zˇe chceme, aby rovneˇzˇ soucˇty
sı´ly vsˇech souperˇu˚, ktere´ hra´cˇi v turnaji potkajı´, vytvorˇily aritmetickou posloupnost s di-
ferencı´ 1, a sice takovou, zˇe s rostoucı´ silou hra´cˇe klesa´ sı´la souperˇu˚, se ktery´mi bude hra´cˇ
hra´t. Pokud budeme porˇa´dat spravedlivy´ neu´plny´ turnaj n hra´cˇu˚, kde kazˇdy´ odehraje q
her, bude sı´la vsˇech souperˇu˚ hra´cˇe i da´na vztahem Sn,q(i) =
(n+1)(n−2)
2
+ i−m, kde m je
neˇjake´ prˇirozene´ cˇı´slo (jednoznacˇneˇ urcˇene´ dvojicı´ parametru˚ n a q).
Definice 4.1 [5] Spravdlivy´ neu´plny´ turnaj n hra´cˇu˚, kde kazˇdy´ hra´cˇ odehraje pra´veˇ
q her a soucˇet sı´ly vsˇech souperˇu˚, se ktery´mi se hra´cˇ i v turnaji utka´, je Sn,q(i) =
(n+1)(n−2)
2
+ i−m, kde m je konstanta, budeme znacˇit FIT(n, q).
Soucˇet sı´ly hra´cˇu˚, s ktery´mi hra´cˇ nehra´l, je rovenm, pro vsˇechny hra´cˇe FIT(n, q). Oznacˇenı´
FIT vycha´zı´ z anglicke´ho na´zvu fair incomplete tournament.
4.2 Vyrovnane´ neu´plne´ turnaje
Na zacˇa´tku jsme si rˇekli, zˇe za spravedlivy´ budeme povazˇovat turnaj vsˇichni proti vsˇem,
a toto nebudeme nijak zpochybnˇovat. Prˇesto by neˇkdo mohl namı´tnout, zˇe spravedlive´ by
bylo, kdyby vsˇichni hra´cˇi meˇli stejny´ soucˇet sı´ly oponentu˚. Pokud se budeme dı´vat na
spravedlivost z tohoto pohledu, potom na´sˇ turnaj budeme sestavovat tak, aby byl soucˇet
sı´ly oponentu˚ pro vsˇechny hra´cˇe roven neˇjake´ konstanteˇ m. Takovy´ turnaj v dalsˇı´m textu
nenazveme spravedlivy´, ale vyrovnany´, protozˇe sı´la protivnı´ku˚ je zde pro vsˇechny hra´cˇe
vyrovnana´.
Definice 4.2 [5] Vyrovnany´ neu´plny´ turnaj n hra´cˇu˚, kde kazˇdy´ hra´cˇ odehraje pra´veˇ r
her a soucˇet sı´ly vsˇech souperˇu˚, se ktery´mi se hra´cˇ i v turnaji utka´, je Tn,r(i) = m, pro
vsˇechna i, budeme znacˇit EIT(n, r).
Oznacˇenı´ EIT vycha´zı´ z anglicke´ho na´zvu equalized incomplete tournament. Pojmy
spravedlivy´ neu´plny´ turnaj a vyrovnany´ neu´plny´ turnaj a jejich znacˇenı´, ktere´ zde
pouzˇı´va´me, jsou zavedeny v cˇla´nku [5].
15
Lze si vsˇimnout, zˇe hry, ktere´ jsme vynechali z u´plne´ho turnaje n hra´cˇu˚ tak, abychom
dostali spravedlivy´ neu´plny´ turnaj FIT(n, q), tvorˇı´ vyrovnany´ neu´plny´ turnaj EIT(n,
n-1-q). Graf, ktery´ bude reprezentovat EIT(n, n-1-q), oznacˇme G a graf, ktery´ bude repre-
zentovat FIT(n, q), oznacˇme H . Potom graf G spolecˇneˇ s ohodnocenı´m vrcholu˚ podle sı´ly
hra´cˇu˚ je doplneˇk grafu H s ohodnocenı´m vrcholu˚ podle sı´ly hra´cˇu˚ a jejich sjednocenı´ tvorˇı´
kompletnı´ graf reprezentujı´cı´ u´plny´ turnaj n hra´cˇu˚. Platı´ tedy, zˇe odebra´nı´m FIT(n, q) z
u´plne´ho turnaje n hra´cˇu˚ vznikne EIT(n, n-1-q) a naopak.
Veˇta 4.1 FIT(n, n-1-r) existuje tehdy a jen tehdy, pokud existuje EIT(n, r).
Jelikozˇ kazˇdy´ hra´cˇ odehraje v EIT(n, r) pra´veˇ r utka´nı´, graf G, ktery´ bude vyrov-
nany´ neu´plny´ turnaj reprezentovat, bude r-pravidelny´ rˇa´du n. V definici vyrovnane´ho
neu´plne´ho turnaje se pozˇaduje, aby soucˇet sı´ly vsˇech r souperˇu˚, se ktery´mi se hra´cˇ utka´,
byl Tn,r(i) = m pro vsˇechny hra´cˇe. V grafu G tedy budou vrcholy ohodnoceny cˇı´sly
1, 2, . . . , n tak, zˇe soucˇet hodnot vsˇech sousednı´ch vrcholu˚ bude roven m pro vsˇechny
vrcholy v grafu, cozˇ na´padneˇ prˇipomı´na´ definici 3.15, popisujı´cı´ 1-VMV ohodnocenı´.
Tato podobnost umozˇnuje hleda´nı´ EIT(n, r) prˇeve´st na hleda´nı´ 1-VMV ohodnocenı´ r-
pravidelne´ho grafu na n vrcholech.
Veˇta 4.2 Najı´t vyrovnany´ neu´plny´ turnaj n hra´cˇu˚, z nichzˇ kazˇdy´ odehraje r za´pasu˚,
znamena´ nale´zt r-pravidelny´ 1-VMV graf na n vrcholech.
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ hleda´nı´m 1-VMV ohodnocenı´ pravidelny´ch grafu˚ a
tudı´zˇ vy´sledky, ktery´ch zde bude dosazˇeno, je mozˇne´ pouzˇı´t pro sestavenı´ vyrovnane´ho
neu´plne´ho turnaje. Spravedlivy´ neu´plny´ turnaj potom zı´ska´me jako doplneˇk 1-VMV
grafu.
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5 Zna´me´ vy´sledky
V te´to kapitole se sezna´mı´me s dosavadnı´mi vy´sledky, ktere´ se ty´kajı´ neu´plny´ch turnaju˚
a 1-VMV ohodnocenı´ grafu˚. Z teˇchto vy´sledku˚ jsem cˇerpal prˇi psanı´ pra´ce a veˇty cito-
vane´ v te´to kopitole jsou vyuzˇity prˇi hleda´nı´ nove´ konstrukce 1-VMV ohodnocenı´ grafu.
Za´kladnı´ poznatky o 1-VMV ohodnocenı´ jsou uvedeny v podkapitole 5.1 a byly cˇerpa´ny
prˇeva´zˇneˇ z cˇla´nku [4] autoru˚ Miller, Rodger a Simanjuntak. Vy´sledky z cˇla´nku˚, ktere´
vycha´zejı´ z proble´mu spravedlivy´ch neu´plny´ch turnaju˚ [5], [6], vyuzˇı´vajı´ konstrukce
1-VMV ohodnocenı´ zalozˇene´ na rozkladu mnozˇiny hodnot vrcholu˚ na trˇı´dy se stejny´m
soucˇtem. Tyto konstrukce jsou za´visle´ na pocˇtu vrcholu˚, a proto jsou vy´sledky z oblasti
neu´plny´ch turnaju˚ rozdeˇleny do dvou podkapitol 5.2 a 5.3 podle pocˇtu hra´cˇu˚ u´cˇastnı´cı´ch
se turnaje.
5.1 1-VMV ohodnocenı´ grafu˚
Nynı´ uvedeme neˇktera´ obecneˇ platna´ tvrzenı´ pro 1-VMV ohodnocenı´, take´ se podı´va´me
na prˇı´pad, kdy 1-VMV ohodnocenı´ neexistuje. Zde citovane´ veˇty odpovı´dajı´ znacˇenı´m
pojmu˚ kapitole 3.
Na´sledujı´cı´ lemma da´va´ nutnou podmı´nku pro existenci 1-VMV ohodnocenı´ grafu.
Lemma 1 [4] Nutna´ podmı´nka pro existenxi 1-VMV ohodnocenı´ f grafu G je nµ =∑
x∈V (G) deg(x)f(x), kde n = |V (G)| a µ je magicka´ konstanta.
Na jedne´ straneˇ rovnice je va´ha vsˇech vrcholu˚ grafu, na druhe´ je pak soucˇet hodnot vr-
cholu˚, kde se kazˇda´ hodnota prˇicˇte pra´veˇ tolikra´t, jaky´ je stupenˇ prˇı´slusˇne´ho vrcholu.
Z toho mu˚zˇeme spocˇı´tat magickou konstantu zadane´ho 1-VMV pravidelne´ho grafu.
Veˇta 5.1 [10] Necht’ G je 1-VMV r-pravidelny´ graf na n vrcholech. A necht’ f je neˇjake´
1-VMV ohodnocenı´ grafu G s magickou konstantou µ. Potom µ = r(n+1)
2
.
Du˚kaz. Podle Lemmatu 1 je nµ =
∑
x∈V (G) deg(x)f(x) = r
∑n
i=1 i =
rn(n+1)
2
. Po
vydeˇlenı´ pocˇtem vrcholu˚ n dosta´va´me µ = r(n+1)
2
.
Z veˇty 5.1 plyne, zˇe magicka´ konstanta je pro 1-VMV ohodnocenı´ pravidelny´ch grafu˚
da´na jednoznacˇneˇ neza´visle na ohodnocenı´ f . Te´to vlastnosti pozdeˇji vyuzˇijeme prˇi hleda´nı´
1-VMV ohodnocenı´ grafu zadane´ho parametry r a n, urcˇujı´cı´ pravidelnost a pocˇet vr-
cholu˚.
V cˇla´nku [4] je take´ uka´za´na konstrukce 1-VMV ohodnocenı´ pro kompletnı´ bipartitnı´
a pravidelne´ symetricke´ multipartitnı´ grafy. Kompletnı´ symetricky´ multipartitnı´ graf je
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takovy´ graf, ktery´ obsahuje p partit, kde p > 1, a kazˇda´ partita obsahuje n vrcholu˚. Kazˇdy´
vrchol grafu je sousednı´ se vsˇemi vrcholy r partit, kde r ≤ p−1, a s zˇa´dny´m vrcholem sve´
partity. Takovy´to graf mu˚zˇeme dostat tak, zˇe vezmeme r-pravidelny´ graf na p vrcholech,
kde kazˇdou dvojici sousednı´ch vrcholu˚ nahradı´me kompletnı´m bipartitnı´m grafem Kn,n.
Z tohoto prˇı´stupu se da´ doka´zat pomocı´ veˇty 3.1 platnost pr ≡ 0 (mod 2). Meˇjme dany´
kompletnı´ symetricky´ multipartitnı´ graf s p partitami, kde kazˇda´ obsahuje n vrcholu˚,
potom tento graf budeme znacˇit Mn,p kde n > 1 a p > 1.
Veˇta 5.2 [4] Multipartitnı´ graf Mn,p ma´ 1-VMV ohodnocenı´ tehdy a jen tehdy, je-li n
sude´ nebo jsou obeˇ cˇı´sla p a n licha´.
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Obra´zek 11: Prˇı´klad 1-VMV ohodnocenı´ multipartitnı´ho grafu M4,3
Nynı´ se podı´va´me na podmı´nky zarucˇujı´cı´, zˇe 1-VMV ohodnocenı´ pro dany´ graf
neexistuje.
Podle definice 3.15 je 1-VMV ohodnocenı´ bijektivnı´ zobrazenı´, a tak se nemu˚zˇe sta´t,
zˇe by dva ru˚zne´ vrcholy meˇly stejnou hodnotu. Va´ha vrcholu je naopak pro vsˇechny vr-
choly v grafu stejna´. Jsou-li v grafu takove´ dva vrcholy, zˇe obeˇ jejich mnozˇiny sousednı´ch
vrcholu˚ se azˇ na jeden vrchol shodujı´, nelze pro takovy´ graf 1-VMV ohodnocenı´ najı´t.
Lemma 2 [4] Pokud graf G obsahuje dva vrcholy u, v takove´, zˇe |N(u)⋂N(v)| =
deg(u)− 1 = deg(v)− 1, potom graf G nema´ 1-VMV ohodnocenı´.
Lemma 2 uda´va´ prˇı´pad, kdy nenı´ mozˇne´ 1-VMV ohodnocenı´ nale´zt. Struktura popsana´ v
tomto lemmatu se nacha´zı´ v neˇktery´ch zna´my´ch trˇı´da´ch grafu˚, jako jsou naprˇı´klad veˇjı´rˇe
nebo prˇa´telske´ (tzv. friendship) grafy uvedeny v obra´zku 12.
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Obra´zek 12: Prˇı´klady grafu˚, pro ktere´ 1-VMV ohodnocenı´ neexistuje
Veˇta 5.3 [4] Zˇa´dny´ r-pravidelny´ graf, kde r je liche´, nema´ 1-VMV ohodnocenı´.
Du˚kaz veˇty 5.3 ve cˇla´nku [4] vyuzˇı´va´ Lemma 1. Snadno zjistı´me, zˇe pro r liche´ existujı´ r-
pravidelne´ grafy jen na sude´m pocˇtu vrcholu˚, viz veˇta 3.1. Pro takovouto volbu parametru˚
nevyjde, podle veˇty 5.1, magicka´ konstanta jako cele´ cˇı´slo, cozˇ nenı´ mozˇne´, nebot’ hodnoty
vrcholu˚ jsou pouze celocˇı´selne´.
5.2 EIT se sudy´m pocˇtem hra´cˇu˚
Nynı´ se zameˇrˇı´me na turnaje se sudy´m pocˇtem hra´cˇu˚, tudı´zˇ grafy reprezentujı´cı´ tyto
turnaje budou obsahovat sudy´ pocˇet vrcholu˚. Froncˇek, Kova´rˇ a Kova´rˇova´ podali v cˇla´nku
[5] u´plnou klasifikaci r-pravidelny´ch grafu˚ na sude´m pocˇtu vrcholu˚ vzhledem k existenci
1-VMV ohodnocenı´.
Veˇta 5.4 [5] Pro r-pravidelne´ grafy rˇa´du n, kde n je sude´, existuje 1-VMV ohodnocenı´
tehdy a jen tehdy, pokud 2 ≤ r ≤ n − 2, r ≡ 0 (mod 2) a bud’ n ≡ 0 (mod 4) nebo
r ≡ 0 (mod 4) .
Veˇta 5.4 na´m pro graf zadany´ parametry n, r zarucˇı´ nebo vyvra´tı´ existenci 1-VMV
ohodnocenı´. Du˚kaz veˇty 5.4 v cˇla´nku [5] da´va´ na´vod, jak toto ohodnocenı´, pokud exis-
tuje, zkonstruovat. Na´stin konstrukce 1-VMV ohodnocenı´ pro pravidelne´ grafy na sude´m
pocˇtu vrcholu˚ vypada´ takto. Nejdrˇı´ve se najde libovolny´ r
2
-pravidelny´ graf na n
2
vr-
cholech. Ten existuje pra´veˇ tehdy, jsou-li splneˇny podmı´nky veˇty 5.4. Kazˇdy´ vrchol x
tohoto grafu se nahradı´ dvojicı´ vrcholu˚ xi, xj , a kazˇda´ hrana xy se nahradı´ hranami
xiyi, xiyj, xjyi, xjyj . Po te´to u´praveˇ jizˇ dostaneme r-pravidelny´ graf na n vrcholech.
x y
xi
xj
yi
yj
Obra´zek 13: Uka´zka konstrukce 1-VMVL pro grafy na sude´m pocˇtu vrcholu˚.
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Vrcholy nynı´ ohodnotı´me tak, aby soucˇet hodnot dvojice vrcholu˚ xi, xj byl stejny´ pro
vsˇechny dvojice v grafu, a zˇa´dne´ dva vrcholy nemeˇly stejnou hodnotu. Ohodnocenı´ f
vrcholu˚ xi, xj bude tedy f(xi) = i, kde i ∈ {1, 2, . . . , n2} a f(xj) = j = n + 1 − i.
Soucˇet hodnot vrcholu˚ je nynı´ v kazˇde´ dvojici n + 1. Vzhledem k tomu, zˇe pu˚vodnı´ graf
prˇed zdvojenı´m vrcholu˚ byl r
2
-pravidelny´, je v ohodnocene´m grafu kazˇdy´ vrchol sousednı´
pra´veˇ s r
2
dvojicemi vrcholu˚. Va´ha kazˇde´ho vrcholu je tedy r(n+1)
2
.
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Obra´zek 14: 1-VMV ohodnocenı´ grafu˚ reprezentujı´cı´ EIT(8, 6) a EIT(8, 4)
V kapitole 4 jsme uka´zali souvislost mezi FIT a EIT, a rˇekli jsme si, zˇe pokud najdeme
1-VMV grafG reprezentujı´cı´ EIT(n, r), tak graf reprezentujı´cı´ FIT(n, n-1-r) bude doplneˇk
grafu G.
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Obra´zek 15: Doplneˇk grafu˚ z obra´zku 14 reprezentujı´cı´ FIT(8, 1) a FIT(8, 3)
Jelikozˇ FIT(n, n-1-r) existuje tehdy a jen tehdy, pokud existuje EIT(n, r), dajı´ se z veˇty
5.4 zı´skat podmı´nky pro existenci FIT(n, n-1-r).
Pozna´mka 5.1 [5] Pro n sude´ existuje FIT(n, q) tehdy a jen tehdy, pokud 1 ≤ q ≤
n− 1, q ≡ 1 (mod 2) a bud’ n ≡ 0 (mod 4) nebo n ≡ q + 1 ≡ 2 (mod 4) .
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5.3 EIT s lichy´m pocˇtem hra´cˇu˚
V te´to podkapitole se podı´va´me na turnaje s lichy´m pocˇtem hra´cˇu˚. Pro pravidelne´ grafy na
liche´m pocˇtu vrcholu˚, ktere´ tyto turnaje reprezentujı´, nenı´ zna´ma u´plna´ klasifikace vzhle-
dem k existenci 1-VMV ohodnocenı´. Jsou vsˇak zna´my neˇktere´ nutne´ a neˇktere´ postacˇujı´cı´
podmı´nky, kdy lze 1-VMV ohodnocenı´ grafu nale´zt. Nutne´ podmı´nky pro existenci 1-
VMV ohodnocenı´ jsme uvedli v podkapitole 5.1. Nynı´ se zameˇrˇı´me na postacˇujı´cı´ podmı´n-
ky a uka´zˇeme si vy´sledky z cˇla´nku [8], ve ktere´m je mozˇne´ nale´zt konstrukci 1-VMV
ohodnocenı´ pro neˇktere´ grafy lichy´ch rˇa´du˚. Tato konstrukce je rovneˇzˇ zalozˇena na roz-
kladu mnozˇiny hodnot vrcholu˚ na trˇı´dy se stejny´m soucˇtem.
Meˇjme libovolny´ grafH s vrcholy x1, x2, . . . xn a kompletnı´ grafK s l vrcholy. Potom
graf, ktery´ budeme znacˇit H[Kl] vznikne z grafu H nahrazenı´m kazˇde´ho jeho vrcholu xi
mnozˇinou Xi vrcholu˚ grafu Kl, a kazˇdou hranu xixj hranami kompletnı´ho bipartitnı´ho
grafu Kl,l s partitami Xi a Xj . Graf H[Kl] se nazy´va´ lexikograficky´ produkt nebo take´
kompozice grafu˚ H a Kl. V neˇktere´ literaturˇe se hovorˇı´ o wreath product (veˇncovy´
soucˇin), a znacˇı´ se H • Kl prˇı´padneˇ H × Kl. Miller, Rodger a Simanjuntak v cˇla´nku
[4] doka´zali, zˇe pokud je H libovolny´ pravidelny´ graf, potom H[K¯l], kde l je sude´, ma´ 1-
VMV ohodnocenı´. Chceme-li ovsˇem zı´skat graf na liche´m pocˇtu vrcholu˚, musı´me prove´st
kompozici grafu˚ lichy´ch rˇa´du˚. Froncˇek, Kova´rˇ a Kova´rˇova´ v cˇla´nku [8] doka´zali existenci
1-VMV ohodnocenı´ pro graf H[Kl], kde l je liche´ a H je libovolny´ pravidelny´ graf na
liche´m pocˇtu vrcholu˚.
Veˇta 5.5 [8] Meˇjme libovolny´ s-pravidelny´ graf H na liche´m pocˇtu vrcholu˚ a liche´ cˇı´slo
l. Potom s je sude´ a graf H[Kl] ma´ 1-VMV ohodnocenı´.
Z du˚kazu veˇty 5.5 v cˇla´nku [8] je patrne´, jak konstrukce 1-VMV ohodnocenı´ grafu
H[Kl] probı´ha´. Vzhledem k tomu, zˇe graf H je pravidelny´, je v kompozici grafu˚ H[Kl]
kazˇdy´ vrchol spojen se stejny´m pocˇtem kopiı´ vrcholu˚ grafuKl. Zajistı´me-li, aby byl soucˇet
hodnot vrcholu˚ u vsˇech teˇchto kopiı´ stejny´, bude potom i va´ha vsˇech vrcholu˚ v grafu
stejna´. K tomu se v cˇla´nku [8] vyuzˇı´va´ existence magicky´ch obdelnı´ku˚ MR(a, b).
Definice 5.1 [8] Magicky´ obdelnı´k MR(a, b) je matice o a rˇa´dcı´ch a b sloupcı´ch, kde
a, b > 1, ve ktere´ je prvnı´ch ab prˇirozeny´ch cˇı´sel rozmı´steˇno tak, zˇe soucˇet cˇı´sel v kazˇde´m
sloupci MR(a, b) je σ(a, b) = a(ab+1)
2
, a soucˇet cˇı´sel v kazˇde´m rˇa´dku je τ(a, b) = b(ab+1)
2
.
Veˇta 5.6 [7] Magicky´ obdelnı´kMR(a, b) existuje tehdy a jen tehdy, pokud a ≡ b (mod 2)
kromeˇ prˇı´padu a = b = 2.
Pouzˇijeme-li k ohodnocenı´ kopiı´ vrcholu˚ grafu Kl hodnoty z jednotlivy´ch sloupcu˚
magicke´ho obdelnı´ku, bude soucˇet hodnot vrcholu˚ ve vsˇech kopiı´ch stejny´. Pro 1-VMV
ohodnocenı´ grafu H[Kl], kde l je liche´ a H je libovolny´ pravidelny´ graf na liche´m pocˇtu
vrcholu˚ k, pouzˇijeme magicky´ obdelnı´k MR(l, k).
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Obra´zek 16: 1VMV ohodnocenı´ kompozice grafu K3[K3]
Necht’ k znacˇı´ pocˇet vrcholu˚ grafu H , a je podle prˇedpokladu˚ liche´. Du˚sledek veˇty
5.5 je, zˇe pokud existuje s-pravidelny´ graf na k vrcholech, ktery´ existuje vzˇdy, kdyzˇ s je
sude´, viz veˇta 3.1 a mensˇı´ nebo rovno nezˇ k − 1, potom existuje sl-pravidelny´ graf na kl
vrcholech, ktery´ ma´ 1-VMV ohodnocenı´. Tento du˚sledek veˇty 5.5 prˇeformulujeme do veˇty
5.7, kterou budeme pozdeˇji potrˇebovat.
Veˇta 5.7 Meˇjme dveˇ libovolna´ licha´ cˇı´sla k, l a sude´ cˇı´slo s, takove´, zˇe k, l ≥ 3 a s ≥ 2.
Necht’ n = kl, r = sl a n ≥ r + l, potom existuje 1-VMV r-pravidelny´ graf na n
vrcholech.
Podmı´nka n ≥ r+ l plyne z pozˇadavku k−1 ≥ s pro existenci s-pravidelne´ho grafu rˇa´du
k. Prˇicˇteme-li k obeˇma strana´m nerovnice 1 dostaneme k ≥ s + 1 a po kompozici H[Kl]
se stupenˇ kazˇde´ho vrcholu zvy´sˇı´ l-kra´t a dostaneme podmı´nku kl ≥ sl + l.
Veˇta 5.7 (resp. 5.5) tedy da´va´ postacˇujı´cı´ podmı´nky pro existenci 1-VMV ohodnocenı´
r-pravidelne´ho grafu na n vrcholech.
Take´ zde platı´, zˇe vy´sledky mohou by´t pouzˇity pro sestavenı´ vyrovnane´ho neu´plne´ho
turnaje EIT(n, r) a turnaj FIT(n, n-1-r) sestavı´me podle doplnˇku 1-VMV grafu. 1-VMV
graf z obra´zku 16 odpovı´da´ EIT(9, 6), a jeho doplneˇk na obra´zku 17 odpovı´da´ FIT(9, 2).
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Obra´zek 17: Doplneˇk grafu z obra´zku 16 reprezentujı´cı´ FIT(9, 2)
Je videˇt, zˇe tuto konstrukci 1-VMV ohodnocenı´ je mozˇne´ pouzˇı´t pouze pro grafy, ktere´
lze zı´skat jako kompozice jiny´ch grafu˚. Grafy na n vrcholech, kde n je prvocˇı´slo takto
ohodnotit nelze, nebot’ mnozˇinu vrcholu˚ nelze rozdeˇlit na cˇa´sti se stejny´m pocˇtem vrcholu˚.
My se tento proble´m pokusı´me v na´sledujı´cı´ kapitole vyrˇesˇit.
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6 Nove´ vy´sledky
V te´to kapitole se podı´va´me na nove´ vy´sledky a uka´zˇeme si novou konstrukci 1-VMV
ohodnocenı´. Zameˇrˇı´me se vy´hradneˇ na pravidelne´ grafy lichy´ch rˇa´du˚, jelikozˇ u´plna´ kla-
sifikace pravidelny´ch grafu˚ sudy´ch rˇa´du˚ vzhledem k existenci 1-VMV ohodnocenı´ byla
poda´na v cˇla´nku [5].
6.1 1-VMV ohodnocenı´ grafu˚ lichy´ch rˇa´du˚
Podı´vejme se nynı´, jake´ vyrovnane´ neu´plne´ turnaje doka´zˇeme najı´t, zameˇrˇı´me-li se pouze
na pocˇet hra´cˇu˚ a nikoliv na pocˇet her. Podle definic, ktere´ jsme zavedli, to znamena´, zˇe
hleda´me EIT(n, r) pro pevneˇ zadane´ n a libovolne´ vhodne´ r. Libovolny´m vhodny´m r
myslı´me, zˇe na parametr r nebudeme mı´t zˇa´dne´ pozˇadavky, v cele´ kapitole vsˇak nebu-
deme bra´t v u´vahu trivia´lnı´ mozˇnost r = 0.
Je-li pocˇet hra´cˇu˚ sudy´, existuje podle Veˇty 5.4 1-VMV r-pravidelny´ graf na n vrcho-
lech, ktery´ reprezentuje turnaj, tehdy a jen tehdy, je-li r sude´ cˇı´slo (Veˇta 5.3) ostrˇe mensˇı´
nezˇ n a soucˇasneˇ je n nebo r deˇlitelne´ 4 beze zbytku. Takovy´to graf navı´c doka´zˇeme zkon-
struovat [5]. A naopak, nenı´-li n nebo r deˇlitelne´ 4 beze zbytku, n ≡ r ≡ 2 (mod 4)
tak vı´me, zˇe takovy´ 1-VMV graf neexistuje. Ma´me-li tedy nale´zt EIT(n, r) se zadany´mi
parametry n a r, kde n je sude´, potom bud’ umı´me prˇı´slusˇny´ 1-VMV graf zkonstruovat
nebo vyvra´tit jeho existenci.
Je-li pocˇet hra´cˇu˚ lichy´, existuje podle veˇty 5.7 1-VMV r-pravidelny´ graf, ktery´ repre-
zentuje turnaj n hra´cˇu˚, je-li n = kl kde k, l ≥ 3 a soucˇasneˇ r = sl, kde s ≡ 0 (mod 2) a
s < k. Jsou-li splneˇny tyto podmı´nky, doka´zˇeme prˇı´slusˇny´ graf zkonstruovat [8]. Ma´me-
li nale´zt EIT(n, r) se zadany´m parametrem n, kde n je liche´, potom doka´zˇeme prˇı´slusˇny´
1-VMV graf zkonstruovat pro neˇjake´ na´mi vhodneˇ zvolene´ r jen tehdy, pokud n nenı´
prvocˇı´slo. Vhodneˇ zvolene´ r se myslı´ cˇı´slo ru˚zne´ od nuly neuvazˇujeme-li trivia´lnı´ prˇı´pad
n = 1. My se ted’ budeme zaby´vat tı´m, jak nale´zt 1-VMV ohodnocenı´ pro r-pravidelne´
grafy na n vrcholech, kde je bud’ n prvocˇı´slo nebo ma´me zada´no n, r tak, zˇe nesplnˇujı´
podmı´nky veˇty 5.7. Za teˇchto okolnostı´ zatı´m neumı´me 1-VMV graf zkonstruovat, ani
nedoka´zˇeme rozhodnout o jeho existenci. My nynı´ pro neˇktere´ takove´ parametry n a r
doka´zˇeme existenci 1-VMV grafu a uka´zˇeme jeho konstrukci.
Nasˇe konstrukce vycha´zı´ z mysˇlenky rozdeˇlit celkovy´ pocˇet lichy´ch vrcholu˚ n, grafuG
na dveˇ cˇa´sti tak, zˇe jedna cˇa´st bude obsahovat o vrcholu˚ a druha´ m vrcholu˚, kde o je sude´
a m liche´ cˇı´slo a samozrˇejmeˇ platı´ n = o + m. Budou-li parametry o,m splnˇovat urcˇite´
prˇedpoklady, bude mozˇne´ nale´zt 1-VMV ohodnocenı´ grafu G vhodny´m zkombinova´nı´m
neˇktery´ch jizˇ zna´my´ch konstrukcı´ ohodnocenı´ grafu˚. Vy´sledny´ graf sice nebude souvisly´
a stupenˇ vrcholu˚ bude omezen, prˇesto vsˇak najdeme konstrukci pro neˇktere´ hodnoty para-
metru˚ n a r, pro ktere´ existence 1-VMV ohodnocenı´ grafu nebyla zna´ma.
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Veˇta 6.1 Ma´me da´no n a r, potom najdeme 1-VMV r-pravidelny´ graf na n vrcholech,
pokud existuje r-pravidelny´ graf na m vrcholech, a platı´ m = kl ≡ 1 (mod 2), kde
k, l > 1 a r = sl, kde s ≤ k − 1 a soucˇasneˇ n −m ≥ r + 2 a bud’ r ≡ 0 (mod 4) nebo
n−m ≡ 0 (mod 4).
Formulace veˇty 6.1 je komplikovana´, protozˇe pro konstrukci je nutno rozdeˇlit mnozˇinu
vrcholu˚ na cˇa´sti tak, aby na kazˇde´ cˇa´sti bylo mozˇne´ sestavit graf splnˇujı´cı´ podmı´nky 1-
VMV ohodnocenı´.
Du˚kaz. Podle podmı´nek veˇty zjistı´me vztah mezi parametry n a r. Nerovnost s ≤ k − 1
dosadı´me do rovnice r = sl a zı´ska´me r ≤ (k−1)l a po rozna´sobenı´ r ≤ kl−l. To mu˚zˇeme,
dı´ky rovnosti m = kl, zapsat jako r ≤ m − l. Po prˇicˇtenı´ l k obeˇma strana´m nerovnice
dostaneme m ≥ r + l. Podmı´nku na pocˇet vrcholu˚ druhe´ cˇa´sti n−m ≥ r + 2 upravı´me
do tvaru n ≥ m+ r + 2. Z teˇchto nerovnostı´ potom dostaneme vztah n ≥ r + l + r + 2,
ktery´ platı´ prˇi splneˇnı´ podmı´nek veˇty.
Pro dane´ n a m oznacˇme rozdı´l n−m jako o, a bude platit n = m+ o. Jsou-li splneˇny
podmı´nky veˇty, potom n ≥ 2r + l + 2 a je mozˇno rozdeˇlit mnozˇinu vrcholu˚ hledane´ho 1-
VMV grafu na dveˇ cˇa´sti, z nichzˇ jedna obsahujem a druha´ o vrcholu˚ tak, zˇe nad kazˇdou z
teˇchto cˇa´stı´ mu˚zˇeme sestavit samostatny´ 1-VMV graf. Podmı´nky n−m = o ≥ r+2 a bud’
r ≡ 0 (mod 4) nebo o ≡ 0 (mod 4) zarucˇı´, zˇe bude mozˇne´ podle veˇty 5.4 zkonstruovat
1-VMV graf O nad mnozˇinou o vrcholu˚. Zbyle´ podmı´nky m = kl ≡ 1 (mod 2), kde
k, l > 1 a r = sl, kde s ≤ k − 1, zase zarucˇı´, zˇe bude mozˇne´ podle veˇty 5.5 zkonstruovat
1-VMV graf M nad mnozˇinou m vrcholu˚.
Konstrukce 1-VMV r-pravidelne´ho grafu s ohodnocenı´m f na sude´m pocˇtu vrcholu˚ o
je zalozˇena na rozkladu hodnot vrcholu˚ na dvouprvkove´ mnozˇiny aibj se stejny´m soucˇtem,
z nichzˇ je vzˇdy jedna hodnota f(a) = i, kde i ∈ {1, 2, . . . , o
2
} a druha´ f(b) = j = o+1−i.
Kazˇdy´ vrchol z 1-VMV grafu O je spojen s pra´veˇ r
2
dvojicemi vrcholu˚ s hodnotami ai, bj ,
kde soucˇet hodnot kazˇde´ dvojice je roven konstanteˇ ς(aibj) = i+j = i+o+1− i = o+1.
Prˇicˇteme-li ke vsˇem hodnota´m f(b) neˇjakou konstantu ϕ a hodnoty f(a) ponecha´me beze
zmeˇn, dostaneme f(b) = j+ϕ = o+ 1− i+ϕ a soucˇet kazˇde´ dvouprvkove´ mnozˇiny aibj
bude ςϕ(aibj) = i+j+ϕ = i+o+1−i+ϕ = o+1+ϕ. Soucˇet kazˇde´ dvouprvkove´ mnozˇiny
aibj tedy zu˚stane navza´jem stejny´. Zmeˇnı´ se ovsˇem mnozˇina hodnot vrcholu˚ v grafu
O, hodnoty {1, 2, . . . , o
2
} zu˚stanou beze zmeˇn, ale hodnoty { o
2
+ 1, o
2
+ 2, . . . , o} budou
zveˇtsˇeny o ϕ. Takovy´ to upraveny´ ohodnoceny´ graf oznacˇı´me O˜. Vlnovka v oznacˇenı´ grafu
reprezentuje zmeˇnu ohodnocenı´ grafu O oproti mnozˇineˇ vrcholu˚ a hran, ktere´ zu˚sta´vajı´
stejne´. Mnozˇina hodnot vrcholu˚ v grafu O˜ bude {1, 2, . . . , o
2
, o
2
+1+ϕ, o
2
+2+ϕ, . . . , o+
ϕ}. Posloupnost prˇirozeny´ch cˇı´sel s diferencı´ 1, tzn. {1, 2, . . . , o + ϕ} obsahuje hodnoty
vrcholu˚ grafu O˜, kde cˇı´sla { o
2
+ 1, o
2
+ 2, . . . , o
2
+ ϕ} nejsou vyuzˇita, tato cˇı´sla vyuzˇijeme
pro hodnoty grafu M˜ , ktery´ vznikne prˇicˇtenı´m konstanty o
2
ke vsˇem hodnota´m vrcholu˚
1-VMV grafu M . Va´ha kazˇde´ho vrcholu grafu M se proto zvy´sˇı´ o r o
2
a mnozˇina hodnot
vrcholu˚ v grafu M˜ bude cˇı´selna´ posloupnost { o
2
+ 1, o
2
+ 2, . . . , o
2
+m}.
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Zvolı´me-li ϕ = m bude mozˇno grafy O˜ a M˜ sjednotit tak, zˇe sjednocenı´ mnozˇin hod-
not vrcholu˚ obou grafu˚ bude pra´veˇ posloupnost 1, 2, . . . , o + m = n a pru˚nik mnozˇin
hodnot vrcholu˚ obou grafu˚ bude pra´zdny´.
Nynı´ jizˇ stacˇı´ doka´zat, zˇe va´hy vrcholu˚ ohodnoceny´ch grafu˚ O˜ a M˜ jsou stejne´.
(i) Magicka´ konstanta grafu na sude´m pocˇtu vrcholu˚ s posunutı´m hornı´ poloviny hodnot.
V grafu O je kazˇdy´ vrchol spojen s r
2
dvojicemi vrcholu˚, kde soucˇet hodnot vrcholu˚
v dvojici je vzˇdy (o+ 1). Magicka´ konstanta grafu O je tedy
µ(O) =
r(o+ 1)
2
,
cozˇ odpovı´da´ vzorci pro vy´pocˇet magicke´ konstanty pravidelne´ho grafu z veˇty 5.1.
Po posunutı´ hornı´ch hodnot o parametrm se ke vsˇem vrcholu˚m grafuO s hodnotou
o
2
+ 1, o
2
+ 1, . . . , o prˇicˇte hodnota parametru m. Podle konstrukce grafu O [5] bude
v kazˇde´ dvojici takovy´to vrchol pra´veˇ jeden. Va´ha kazˇde´ho vrcholu se proto zvedne
o m za kazˇdou dvojici vrcholu˚ se kterou je spojen hranami a teˇch je r
2
. V grafu O
bude tedy i po posunutı´ hornı´ poloviny hodnot vza´jemna´ va´ha vsˇech vrcholu˚ stejna´.
Magicka´ konstanta grafu O˜ je tedy
µ(O˜) =
r(o+ 1)
2
+
rm
2
=
ro+ r
2
+
rm
2
=
rm+ ro+ r
2
=
r(m+ o+ 1)
2
(ii) Magicka´ konstanta grafu na liche´m pocˇtu vrcholu˚ s posunutı´m hodnot.
Du˚kaz veˇty 5.5 ve cˇla´nku [8] vyuzˇı´va´ ke konstrukci 1-VMV grafu existenci ma-
gicky´ch obdelnı´ku˚ (magic rectangle) MR(k, l) a jejich vlastnosti vzuzˇı´va´ k vy´pocˇtu
magicke´ konstanty
µ(M) =
sl(kl + 1)
2
=
r(m+ 1)
2
.
Tento vzorec rovneˇzˇ da´va´ veˇta 5.1. Jelikozˇ graf M je r-pravidelny´, prˇipocˇteme-li
k hodnoteˇ kazˇde´ho vrcholu neˇjakou konstantu ω, potom se va´ha kazˇde´ho vrcholu
zvedne o rω a rovnost vah vrcholu˚ zu˚stane neporusˇena. V nasˇem prˇı´padeˇ zvy´sˇı´me
hodnoty vsˇech vrcholu˚ grafu M o ω = o
2
, takzˇe magicka´ konstanta grafu M˜ bude
µ(M˜) =
r(m+ 1)
2
+ rω =
rm+ r
2
+
ro
2
=
rm+ ro+ r
2
=
r(m+ o+ 1)
2
.
Magicke´ konstanty obou grafu˚ se rovnajı´ r(m+o+1)
2
= r(n+1)
2
a tudı´zˇ sjednocenı´ mnozˇin
vrcholu˚, hran a hodnot grafu˚ O˜ a M˜ je 1-VMV r-pravidelny´ graf na n vrcholech.
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Du˚kaz soucˇasneˇ popisuje, jak konstrukci prˇı´padne´ho 1-VMV grafu prove´st. Velke´
mnozˇstvı´ podmı´nek ve Veˇteˇ 6.1 zpu˚sobuje urcˇite´ omezenı´, pro pouzˇitı´ konstrukce 1-VMV
ohodnocenı´ uvedene´ v du˚kazu. Podmı´nky k, l > 1 a soucˇasneˇ liche´ znamena´ k, l ≥ 3
a proto nejnizˇsˇı´ mozˇna´ hodnota cˇı´sla m = kl je 9. Prˇi te´to volbeˇ cˇı´sla m se znacˇneˇ
omezı´ volba parametru r. Parametr r v tomto prˇı´padeˇ, podle podmı´nky r = sl = s3,
kde s ≤ k − 1 = 2, vyjde bud’to 3 nebo 6 a pozˇadavkem existence r-pravidelne´ho grafu
na m vrcholech, kde m je liche´, je pak jeho hodnota omezena jen na cˇı´slo 6. A jelikozˇ
pocˇet vrcholu˚ o musı´ by´t veˇtsˇı´ nezˇ r a soucˇasneˇ sudy´, minima´lnı´ hodnota o je proto 8.
Nejmensˇı´ pocˇet vrcholu˚ n, pro ktery´ lze konstrukci 1-VMV ohodnocenı´ pouzˇı´t, je roven
cˇı´slu n = o+m = 8 + 9 = 17. Pro uvedene´ parametry n = 17 a r = 6 je mozˇne´ 1-VMV
ohodnocenı´ 6-pravidelne´ho grafu na 17 vrcholech zkonstruovat a tento prˇı´pad je uveden
na obra´zku 18.
Podle doposud zna´my´ch vy´sledku˚ nebylo mozˇno nale´zt 1-VMV ohodnocenı´ r-pravi-
delne´ho grafu na n vrcholech, pokud n bylo prvocˇı´slo nebo nejveˇtsˇı´ spolecˇny´ deˇlitel n a
r byl 1. Pro 1-VMV ohodnocenı´ pravidelne´ho grafu na 17 vrcholech tedy nebyla zatı´m
zˇa´dna´ konstrukce 1-VMV ohodnocenı´ zna´ma. Upozorneˇme, zˇe podmı´nky veˇty 6.1 jsou
podmı´nky postacˇujı´cı´, a 1-VMV ohodnocenı´ pro graf, ktery´ vsˇem podmı´nka´m nevyhovuje,
mu˚zˇe existovat.
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µ = 54
Obra´zek 18: Pouzˇitı´ konstrukce 1-VMV ohodnocenı´ z du˚kazu veˇty 6.1 na 6-
pravidelne´m grafu rˇa´du 17
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6.2 1-VMVL (n− 1)-pravidelny´ch a 2-pravidelny´ch grafu˚
V podkapitole 6.1 jsme se zaby´vali hleda´nı´m 1-VMV ohodnocenı´ r-pravidelny´ch grafu˚ na
n vrcholech, kde jsme konstrukci 1-VMV ohodnocenı´ zkoumali z hlediska pocˇtu vrcholu˚ n
a na parametr r jsme nemeˇli zˇa´dne´ pozˇadavky. Ve vy´sledku jsme potom stanovili krite´ria
existence 1-VMV ohodnocenı´ a uvedli omezenı´ pro parametr r.
V te´to podkapitole bude prˇı´stup opacˇny´. Budeme hledat 1-VMV ohodnocenı´ r-pravidel-
ny´ch grafu˚ na libovolne´m pocˇtu vrcholu˚ n, ale s pevneˇ zadany´m parametrem r a uka´zˇeme
pro jakou volbu parametru n 1-VMV ohodnocenı´ existuje. Konkre´tneˇ se budeme zaby´vat
meznı´mi hodnotami parametru r, a to nejvysˇsˇı´ mozˇnou (n − 1) a nejnisˇsˇı´ 2. Prˇı´padem
1-pravidelny´ch grafu˚ se zaby´vat nebudeme, jelikozˇ podle veˇty 5.3 zˇa´dny´ r-pravidelny´
graf, kde r je liche´, nema´ 1-VMV ohodnocenı´. V prˇı´padeˇ, kdy r = 0, sice r-pravidelny´
graf G na libovolne´m pocˇtu vrcholu˚ 1-VMV ohodnocenı´ f ma´, ale vzhledem k tomu, zˇe
mnozˇina vsˇech sousednı´ch vrcholu˚ N(x) je pro kazˇdy´ vrchol x grafu G pra´zna´, tudı´zˇ je
va´ha kazˇde´ho vrcholu rovna 0, neza´visle na ohodnocenı´ f , nenı´ tento trivia´lnı´ prˇı´pad ni-
jak zajı´mavy´.
V prˇı´padeˇ (n−1)-pravidelny´ch grafu˚ je kazˇdy´ vrchol grafu sousednı´ se vsˇemi ostatnı´mi
vrcholy. Kazˇdy´ (n− 1)-pravidelny´ graf je kompletnı´ graf. Viz definice 3.9.
Veˇta 6.2 Zˇa´dny´ kompletnı´ graf Kn, kromeˇ trivia´lnı´ho grafu K1, nema´ 1-VMV ohodno-
cenı´.
Du˚kaz. Veˇtu doka´zˇeme sporem. Prˇedpokla´dejme, zˇe kompletnı´ graf Kn, kde n > 1, ma´
1-VMV ohodnocenı´ f . Potom podle definice 3.15 existuje pro kazˇdy´ vrchol x grafu Kn
stejna´ konstanta µ, ktera´ se rovna´ soucˇtu hodnot vsˇech sousednı´ch vrcholu˚ vrcholu x.
Va´ha kazˇde´ho vrcholu x v grafu Kn je da´na soucˇtem hodnot vsˇech sousednı´ch vrcholu˚ vr-
cholu x, cozˇ jsou v kompletnı´m grafu vsˇechny vrcholy kromeˇ vrcholu x. Va´ha libovolne´ho
vrcholu x v kompletnı´m grafu Kn tedy bude
wf (x) = µ =
∑
v∈V (Kn)
f(v)− f(x) = n (n+ 1)
2
− f(x).
Podle definice 3.15 musı´ by´t prˇi 1-VMV ohodnocenı´ konstanta µ stejna´ pro vsˇechny vr-
choly v grafu. Toho lze, podle vy´sˇe uvedene´ho vzorce pro vy´pocˇet va´hy libovolne´ho vrcholu
x grafu Kn, dosa´hnout pouze tehdy, budou-li vsˇechny vrcholy v kompletnı´m grafu ohod-
noceny stejny´m cˇı´slem. To by ale bylo v rozporu s definicı´ 1-VMV ohodnocenı´ uvedene´
na straneˇ 12. Proto zˇa´dne´ takove´ 1-VMV ohodnocenı´ kompletnı´ho grafu neexistuje.
Trivia´lnı´ graf je graf tvorˇen jen jednı´m vrcholem. Tento vrchol mu˚zˇeme ohodnotit
cˇı´slem 1 a va´ha vrcholu bude 0.
Acˇ lze pro trivia´lnı´ graf ohodnocenı´ nale´zt, jedna´ se o 0-pravidelne´ rˇesˇenı´, ktere´ jak
jsme si rˇekli nenı´ prˇı´lisˇ zajı´mave´. Pro kompletnı´ grafy na 2 a vı´ce vrcholech jizˇ zˇa´dne´
1-VMV ohodnocenı´ nenalezneme.
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Podı´vejme se nynı´ jak bude vypadat 1-VMV ohodnocenı´ 2-pravidelny´ch grafu˚.
Veˇta 6.3 Zˇa´dny´ 2-pravidelny´ graf, kromeˇ grafu˚ tvorˇeny´ch g cykly de´lky 4, gC4, kde g je
prˇirozene´ cˇı´slo, nema´ 1-VMV ohodnocenı´.
Du˚kaz. Kazˇdy´ 2-pravidelny´ graf ma´ alesponˇ 3 vrcholy, jinak by nemohl by´t 2-pravidelny´.
Vezmeˇme libovolny´ 2-pravidelny´ graf G a jeden z jeho vrcholu˚ oznacˇme jako vrchol
x, ktery´ bude mı´t, vzhledem k 2-pravidelnosti grafu, pra´veˇ dva sousednı´ vrcholy, ktere´
oznacˇı´me y a z. Nynı´ budeme prˇedpokla´dat, zˇe 1-VMV ohodnocenı´ f grafu G existuje, a
podle definice 3.15 existuje pro kazˇdy´ vrchol x grafu G stejna´ konstanta µ, ktera´ se rovna´
soucˇtu hodnot obou sousednı´ch vrcholu˚ vrcholu x.
wf (x) = µ = f(y) + f(z)
Va´ha vrcholu y, ktera´ musı´ by´t take´ rovna konstanteˇ µ, je da´na hodnotou sousednı´ho
vrcholu x a hodnotou druhe´ho sousednı´ho vrcholu, ktery´ oznacˇı´me pı´smenem a.
wf (y) = µ = f(x) + f(a)
Va´ha vrcholu z, ktera´ je takte´zˇ rovna konstanteˇ µ, je da´na hodnotou sousednı´ho vrcholu
x a hodnotou druhe´ho sousednı´ho vrcholu, ktery´ oznacˇı´me pı´smenem b.
wf (z) = µ = f(x) + f(b)
Podı´va´me-li se nynı´ na hodnoty vrcholu˚ a a b,
f(a) = µ− f(x)
f(b) = µ− f(x),
zjistı´me, zˇe jsou shodne´. Pokud by se jednalo o ru˚zne´ vrcholy, bylo by to v prˇı´me´m rozporu
s definicı´ 1-VMV ohodnocenı´. Musı´ tedy jı´t o prˇı´pad a = b, kde vrchol a ma´ sousednı´
vrcholy y a z. Vrcholy x, y, z, a tvorˇı´ cyklus de´lky 4. Toto platı´ pro libovolne´ vrcholy
x, y, z grafu G, proto je graf G slozˇen pouze z cyklu˚ C4.
Z du˚kazu veˇty 6.3 plyne, zˇe nutna´ podmı´nka, nikoliv vsˇak postacˇujı´cı´, pro existenci
1-VMV ohodnocenı´ 2-pravidelne´ho grafu na n vrcholech je n ≡ 0 (mod 4). Veˇta 5.4 na
straneˇ 18 da´va´ postacˇujı´cı´ podmı´nky pro existenci 1-VMV ohodnocenı´ grafu˚ na sude´m
pocˇtu vrcholu˚ [5]. Graf gC4, kde g je prˇirozene´ cˇı´slo, podmı´nky veˇty 5.4 splnˇuje. Prˇı´klad
1-VMV ohodnocenı´ grafu C4 je mozˇne´ najı´t v u´vodu na stra´nce 3, prˇı´klad ohodnocenı´
grafu 2 C4 je na obra´zku 19.
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1
2
8
7
µ = 9
4
3
5
6
Obra´zek 19: 1-VMV ohodnocenı´ grafu 2 C4
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7 Za´veˇr
Tato bakala´rˇska´ pra´ce shrnuje zna´me´ vy´sledky z oblasti 1-vrcholoveˇ magicky´ch vrcho-
lovy´ch ohodnocenı´ pravidelny´ch grafu˚ a rozsˇirˇuje je o nove´ poznatky, umozˇnˇujı´cı´ nalezenı´
1-VMV ohodnocenı´ pro grafy, pro ktere´ doposud zˇa´dna´ konstrukce 1-VMV ohodnocenı´
nebyla zna´ma.
V pra´ci jsme nejdrˇı´ve nastı´nili rea´lny´ proble´m spravedlivy´ch neu´plny´ch turnaju˚ a
objasnili jak souvisı´ s te´matem pra´ce. Pote´ jsme probrali potrˇebne´ za´kladnı´ teoreticke´ po-
znatky ty´kajı´cı´ se grafu˚ a jejich ohodnocenı´. V kapitole 4 jsme formalizovali strukturu
spravedlivy´ch neu´plny´ch turnaju˚ a uvedli definice a veˇty umozˇnujı´cı´ pro hleda´nı´ spra-
vedlive´ho neu´plne´ho turnaje pouzˇı´t 1-VMV ohodnocenı´ pravidelne´ho grafu. Na´sledneˇ
jsme se jizˇ veˇnovali pra´veˇ 1-VMV ohodnocenı´ pravidelny´ch grafu˚. Nejprve jsme pro-
brali a prˇehledneˇ rozdeˇlili zna´me´ vy´sledky, z nich jsme potom vycha´zeli a cˇerpali prˇi dalsˇı´
pra´ci. Nejvy´znamneˇjsˇı´ cˇa´st pra´ce je uvedena v kapitole 6, v jejı´zˇ prvnı´ cˇa´sti je konstruk-
tivnı´ du˚kaz 1-VMV ohodnocenı´, pouzˇitelne´ i pro neˇktere´ grafy, jejichzˇ parametry jsou pro
jine´ konstrukce prˇı´lisˇ limitujı´cı´. Toto bylo hlavnı´m cı´lem cele´ pra´ce.
V textu jsme se cˇasto odkazovali na spravedlivy´ neu´plny´ turnaj, ktery´ jsme v u´vodu
uvedli jako motivacˇnı´ proble´m te´to pra´ce, na za´veˇr by tedy bylo vhodne´ uve´st neˇjaky´
prˇı´klad. Prˇedpokla´dejme, zˇe chceme porˇa´dat prˇedkolo fotbalove´ ligy, ktere´ho se bude u´cˇast-
nit 17 ty´mu˚, a zˇe na odehra´nı´ vsˇech 17·16
2
= 136 vza´jemny´ch utka´nı´ nebudeme mı´t cˇas.
Dejme tomu, zˇe bude mozˇno odehra´t dveˇ trˇetiny her. Ota´zka je, jak nynı´ vybrat vza´jemne´
za´pasy tak, aby si nikdo nemohl steˇzˇovat, zˇe byl vy´beˇrem souperˇu˚ znevy´hodneˇn oproti
jine´mu ty´mu. Nejprve si polozˇı´me ota´zku, zda takovy´ vy´beˇr her, ktery´ by nikoho nezne-
vy´hodnˇoval, vu˚bec existuje. Pokud existovat ma´, tak musı´ take´ existovat vy´beˇr her, ktery´
bude odpovı´dat vyrovnane´mu neu´plne´mu turnaji 17 hra´cˇu˚, tak jak jsme ho zavedli v ka-
pitole 4, ktery´ lze reprezentovat 1-VMV pravidelny´m grafem G na 17 vrcholech. Takovy´
graf jsme uzˇ ale nasˇli, a je zobrazen v obra´zku 18 na straneˇ 25, proto o existenci spra-
vedlive´ho neu´plne´ho turnaje 17 hra´cˇu˚ nemu˚zˇe by´t pochyb. Podle znalostı´ z kapitoly 4,
graf, ktery´ tento spravedlivy´ neu´plny´ turnaj bude reprezentovat, zı´ska´me jako doplneˇk
grafu G. Obra´zek tohoto doplnˇku je znacˇneˇ neprˇehledny´ a nenı´ zde uveden, nicme´neˇ z
obra´zku 18 a definice 3.5 doplnˇku grafu na straneˇ 8 si udeˇla´me jasnou prˇedstavu, jak
bude spravedlivy´ neu´plny´ turnaj reprezentovany´ tı´mto doplnˇkem vypadat a ktere´ ty´my
se vza´jemneˇ utkajı´. Vzhledem k tomu, zˇe nalezeny´ 1-VMV graf G je 6-pravidelny´ graf
na 17 vrcholech, jeho doplneˇk podle definice 3.5 bude 10-pravidelny´ graf na 17 vrcholech.
Spravedlivy´ neu´plny´ turnaj, ktery´ z tohoto doplnˇku zı´ska´me, bude FIT(17, 10) s celkovy´m
pocˇtem her 17·10
2
= 85, cozˇ vyhovuje na´mi zadane´ podmı´nce snı´zˇit celkovy´ pocˇet utka´nı´
alesponˇ o trˇetinu.
Hlavnı´ prˇı´nos pra´ce spatrˇuji v nalezenı´ nove´ konstrukce 1-VMV ohodnocenı´ pra-
videlny´ch grafu˚, kterou jsme zde prezentovali pro nalezenı´ 1-VMV ohodnocenı´ pravi-
delne´ho grafu na 17 vrcholech. S kriticky´m pohledem na tuto konstrukci vsˇak doda´va´m, zˇe
podmı´nky omezujı´cı´ pravidelnost hledane´ho 1-VMV grafu nejsou zanedbatelne´, a prˇizna´-
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va´m, zˇe sta´le existujı´ grafy s takovy´mi parametry, ktere´ nedovolujı´ aplikaci nalezene´ kon-
strukce, a mozˇnosti pro prˇı´padny´ dalsˇı´ vy´zkum jsou otevrˇene´.
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